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Abstract
The work shows that the differential equation that describes the movement in time of a non-linear
oscillator with the non-linear elastic force can be reduced to a Duffing equation.

1. FUNDAMENTAREA TEORETICA

In cele ce urmeaza se demonstreaza ca ecuatia diferentiald care descrie miscarea
in timp a unui oscillator neliniar cu forta elastica de forma

F(x)=aix+apx? + agx° (1)

se poate reduce la o ecuatie diferentiala de tip Duffing.
Vibratile unui sistem mecanic cu forta elastica neliniara descrisa de (1) sunt
caracterizate de ecuatia diferentiala

mX + kx+ ayx + ap x° + ag x° = Fy cos(wt) (2)

in care m, x, k, Focoscot sunt masa, deplasarea, coeficientul de amortizare, respectiv forta
armonica de excitatie.

Prin substitutia

ap
X=y——=-, a3 #0
y 3a5 3

tinand seama ca x = y, X = y si inlocuind in (2) se obtine

3

ans W
——< | =Fycoslot
(}/ 3ag 0 ( )

%

2
my+ky+a1[y—;?23W+ag[y—;723W +ag
J J

ecuatie in care coeficientul lui y* este

ar —asg Sﬁ =0
3a3
Rezulta
my + ky + byy + boy® = Fy cos(wt)+ F (3)
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unde
2 3
a a1a 2a
as 3ag 27a;
Notand B=b/b;, b;#0, scriem (3) sub forma
.. . 21,
my+ky+b1(1+,8y }y_Focos(a)t)+F1 (4)

si notdnd o = pt, P=1/%, pulsatia proprie a sistemului elastic liniar fara amortizare

obtinem

do _ ,_dy _dyat .1
at

)

“do dtdo Y p

deci y=yp, apoi

rw ol al e e

de unde

Revenind in (4) se obtine

mp2y”+kpy’+b1(1+,8y2)y: Fo cos(w—:LF
/

ecuatia care impartita prin mp2 = by devine

y”+k1y’+(1+,8y2l/:hocos £)+Fg (5)
P,
Ccu Ky =L = amortizare relativa;

mp

Fo 1 . e

hg = E = amplitudinea relativa a excitatiei;
Fo =-Ei
by
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Introducand pulsatia relativa 2 =— in (5) rezulta

o8

V' +ky + (1 +By? b/ = hg cos(Q0 )+ F> (6)

ecuatie de tip Duffing pentru care exista metode de rezolvare numerice sau analitice
aproximative.

Trecerea de la coeficientii ecuatiei (1) la coeficientii ecuatiei (6) se face prin
relatiile de legatura

ky3azg \/ a3 | a5

k1 = ; ﬁ: ;
2 ( 2’
\/m(33133 _ ag m(331a3 — 32) 33133 —32

2
ho = 3azfy . O—w 3azm Fo = ap (93133 —2aj )
(53133 —ag) (53133 —ag) 9a3 ba1a3 —ag)

Studiind aceste relatii de legatura se observa necesitatea verificarii unor conditii
de existenta pentru fractii si radicali care se vor face inainte de rezolvarea problemei. In

. a ,
esenta conditiile se refera la ﬁr 0, &3133 —ag );to, valabile pentru tot setul
aiag —a,

de relatii de legatura. Din start s-a pus conditia suplimentara a3 #0 fara de care toata
demonstratia de mai sus nu ar avea nici un sens.

2. APLICATIE

Exemplul numeric urmator va arata ca ecuatiile (1) si (6) rezolvate prin aceeasi
metoda (Runge — Kutta) sau metode diferite (Runge — Kutta respectiv metoda balantei
armonice) au aceeasi solutie.

S-a ales un oscilator cu caracteristica neliniara asimetrica si care trece prin origine,
descrisa de graficul si datele concrete din figura nr. 1. Unitatile de masura ale
coeficientilor ay, ap, az rezulta din respectarea dimensiunilor fiecarui termen al

expresiei (1), respectiv [a(]=N/m, [a]=N/m?, [a3]=N/m3.

Caracteristica elastica

masa n= 1 Kg Fel

anortizarea k= 30 Hs/nm

al= 1000 ¥ =—200.000... 200.000 nmm
az= 10000 Fel=-—-600.000...1400.000 H
a3= 100000 2

Fo= 200 H

omega= 10 radsfs

Figura 1. Caracteristica elastica a oscilatorului
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solutia ecuatiei initiale
regin stabilizat # xﬁ)

*»=—147.796... 106.312 mn

Figura 2. Solutia ecuatiei initiale (2)

. , Figura 3. Solutiile ecuatiei (6) de forma
obtinuta pe cale numerica.

y(t ) sau X(t ), la aceeasi scara ca in figura 2.
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